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Abstract

This study proposes an aerodynamic shape optimization method based on quantum annealing black-box optimiza-

tion. In quantum annealing black-box optimization, the model parameters of quantum annealing models, QUBO

(Quadratic Unconstrained Binary Optimization) and Ising, are approximated using machine learning methods. The

proposed method yields aerodynamic shapes that outperform the initial samples in a two-dimensional validation test.

In particular, a machine-learned quantum annealing model based on Ising model yields a better solution than the

one based on QUBO model. The study also demonstrates that incorporating a regularization method helps prevent

overfitting during the machine learning process and contributes to maintaining the geometric continuity of the airfoils

obtained by quantum annealing.

1 諸言

航空輸送需要のさらなる増加と地球環境への懸念か

ら，既存の航空機と比較して，石油消費量，炭素排出

量，および騒音を削減するより効率的な空力特性を備

えた航空機の開発が重要である．特に翼型と翼形状の

設計最適化は航空機の空力性能だけでなく安全性の観

点からも重要であり，これまでにも多くの空力形状最

適化手法が提案されている [1–3]．

既存の空力形状最適化手法は，形状最適化 (shape

optimization) とトポロジー最適化 (toplogy optimzia-

tion) に大別できる．形状最適化は，流体領域と固体

領域の境界を移動変形させることで固体領域を最適化

する手法であり，大域的に複数のパレート最適解を見

つけるのに優れている．また形状最適化はさらに随伴

型最適化とサロゲートモデル型最適化に分類される．

随伴型最適化手法では，随伴法と勾配法の組み合わ

せが広く用いられており，空力および流体問題の最適

化に対してその有用性が実証されている [4–6]．一方

で，サロゲート型最適化手法では，polynomial response

surface，radial basis function，krigingなどのサロゲー

トモデルが流体計算 (CFD, computational fluid dynam-

ics)の代替として効果的に用いられている [7–11]．ま

たさらに近年では，従来のサロゲートモデリング手法

に加えてニューラルネットワークをサロゲートモデル

として用いる手法も提案されている [12–14]．

他方，トポロジー最適化は固体要素の分布を最適化

することにより，形状最適化と比較してより高い自由

度を有した最適化手法となっている．トポロジー最適

化はもともと構造設計の最適化 [15] を目的に提案さ

れたものであり，現在ではその応用範囲は空力および

流体問題に拡張されている [16–23]．一方で高い設計

自由度を持つトポロジー最適化では設計変数の数が多

くなるため，大域的なパレート最適解の探索が難しく

なる．

このような既存の最適化手法のトレードオフの関係

に対して，本研究では量子アニーリングを導入するこ

とにより問題の改善に取り組む．例えば Ye et al. [24]

や Sukulthanasorn et al. [25] は構造トポロジーの最

適化に量子アニーリングを用いた手法を提案してい

る．量子アニーリングでは以下の式で表されるような

Ising モデルもしくは QUBO (quadratic unconstrained

binary optimization)モデルと呼ばれる形式で記述され

たコスト関数を最小化する σi もしくは qi の組み合わ

せを最適解として得ることが出来る．

Isingモデル

E({σi}) =
N∑

i=1

hiσi +

N∑
i=1

N∑
j=i+1

Ji jσiσ j, σi ∈ {−1,+1}

(1)
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ブラックボックス関数

f({σi})

(ステップ2) 
実験/数値計算

E({σi}) =
N

∑
i

ĥiσi +
N

∑
i=1

N

∑
j=i+1

̂Jijσiσj (Ising)

(ステップ4) 
量子アニーリング

σ(n) + σopt(n)
i

（ステップ3） 
機械学習 ( の近似)hi, Jij

Factorization machine
̂f({σi}) = w0 +

N

∑
i

wiσi +
N

∑
i=1

N

∑
j=i+1

K

∑
k=1

vikvjkσiσj

(ステップ5) 
トレーニングデータに  を追加 σopt(n)

i

ĥi, ̂Jij

[σ(n), f(σ(n))]

σopt(n)
i

最適解候補

(ステップ1) 
初期サンプリング

σ(n) |n=1 = (σi(1), σi(2), ⋯, σi(M))
初期トレーニングデータ

σopt(n)
i = argmin

σi

(E({σi}))

σ(n) |n=1 最適解収束? Yes

Figure 1: 量子アニーリングブラックボックス最適化の概要.

QUBOモデル

E({qi}) =
N∑

i=1

N∑
j=i

Qi jqiq j, qi ∈ {0, 1} (2)

ここで，hi は σi に働く局所バイアス，Ji j は σi と σ j

の相互作用の強さであり，Qi j は qi と q j の相互作用

の強さを表す行列 (QUBO行列)である．一般に Ising

モデルと QUBO モデルは以下の変換式を用いると等

価になる．

qi =
σi + 1

2
(3)

量子アニーリングの難点の一つとして，個々の問題に

対して Ising モデルや QUBO モデルを構築すること

が必ずしも容易ではない点が挙げられる．この問題に

対して，ブラックボックス最適化手法が提案され，こ

れまでに様々な問題に対してその有用性が示されてき

た [26–31]．これらの量子アニーリングブラックボッ

クス最適化手法では，モデルパラメータ (Qi j) が機械

学習的に近似され，近似されたモデルパラメータに

よって構築された QUBO モデルを量子アニーリング

によって解くことで最適解の探索が行われている．ま

た，我々が知る限り，Isingモデルに対して量子アニー

リングブラックボックス最適化が用いられた例はな

い．量子ゆらぎや量子トンネル効果などの量子力学的

な効果により，理想的な量子アニーリングマシンでは

大域的な最適解探索が可能になると期待されている．

そこで本研究では，量子アニーリングブラックボック

ス最適化手法を空力形状最適化に応用することによ

り，大域的な解探索も可能とするトポロジー最適化手

法を提案する．

2 提案手法

2.1 量子アニーリングブラックボックス最適化と提

案手法

一般に Ising モデルと QUBO モデルは等価である

ため，以下では主に Ising モデルを用いて議論する．

Figure 1に量子アニーリングブラックボックス最適化

の概要を示す．量子アニーリングブラックボックス

最適化では，未知のブラックボックス関数 f ({σi}) を
Ising モデルを用いて代替することを考える．量子ア

ニーリングでは Ising モデル (式 (1)) で記述されるコ

スト関数が解かれる．このモデル式の特性はモデルパ

ラメータ (hi および Ji j) によって決められるが，視点

を変えるとモデルパラメータは入力 σi と出力 E({σi})
の関係を決めるものとなっていることがわかる．そこ

で，入力 σi と出力 E({σi}) (= f ({σi}))のサンプルデー
タを用いることで未知のモデルパラメータ hi および

Ji j の近似を行い，ブラックボックス関数 f ({σi})の代
替とする．

具体的には，Figure 1に示されている通り，スッテ
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プ 1 として M 個の初期トレーニングデータの入力値

σ(n)|n=1 =
(
σi(1), σi(2), · · · , σi(m)

)
を決定し，ステップ 2

でそれらの入力値に対して実験や数値計算を行うこ

とで M 個の入力値と出力値のトレーニングデータの

ペア
[
σ(n), f (σ(n))

]
n=1
を作成する．ここで，後述の通

り，本手法では収束解を得るために反復が行われるた

め，nはその反復回数を示すインデックスである．次

にステップ 3では，これらのトレーニングデータのペ

アを用いて hi および Ji j の近似を機械学習的に行う．

このときの回帰関数として本研究では Factorization

machine [32] を用いる (Factorization machine の詳細

については後述)．次にステップ 4 において，機械学

習によって予測された近似モデルパラメータ ĥi およ

び Ĵi j を用いて Ising モデルを構築し，量子アニーリ

ングによる最適解の探索を行う．このとき得られた

解 σopt(n)
i = argmin

σi

(E({σi}))は十分に f ({σi})を近似し

た Ising モデルから得られた解であるとは限らないた

め，ステップ 5として量子アニーリングで得られた解

も最適解候補としてトレーニングデータの入力に追加

し，追加の実験や数値計算を行うことで新たなサンプ

ルデータ [σopt(n)
i , f (σopt(n)

i )] を得る．最終的に量子ア

ニーリングによって出力される結果が収束するまでス

テップ 2からステップ 5を繰り返す．

提案手法では，Isingモデルにより空力形状と空力性

能 (例えば揚力，効力，揚効比 L/Dなど)との関係を表

す未知のブラックボックス関数の代替を行う．具体的

には，ステップ 2において数値流体計算手法の一つで

ある埋め込み境界法を用いることで固体セルと流体セ

ルをそれぞれ σi = +1 (固体セル)，σi = −1 (流体セル)

として表現し，数値計算結果から得られた空力性能結

果 f (σ(n)) とそれに対応する空力形状 σ(n) を用いて，

モデルパラメータ hi および Ji j の学習を行う．既存

の最適化手法と比較して，提案手法は理想的な量子ア

ニーリングマシンを用いた場合に大域的最適解の探索

が加速され，複数のパレート最適解が得られるという

利点がある．

2.2 Factorization machine

量子アニーリングブラックボックス最適化において

広く用いられる Factorization machineは以下のような

式で表される．

f̂ ({ξi}) = w0 +

N∑
i

wiξi +

N∑
i< j

Wi jξiξ j

Wi j = vi · v j

=

K∑
k=1

vikv jk (K ≪ N)

(4)

ここで，ξi = σi (Ising)もしくは ξi = qi (QUBO)であ

る．この回帰式の特徴は，相互作用係数Wi jが K(≪ N)

次元ベクトル同士の内積 vi · v j で与えられる点にあ

る．これにより相互作用係数の学習に必要なパラメー

タの数が N × N から N × K に削減される．また特徴

量が QUBOモデルのように 0と 1で表される場合に

は，ξi もしくは ξ j のいずれかが 0 になる可能性が高

く，その場合には ξiξ j=0となるため直接Wi j を学習す

ることは困難になる．一方で，Factorization machine

のようにWi j をベクトル同士の内積 vi · v j で得る場合

には，例え ξiξ j = 0であったとしても，トレーニング

データの中で ξiξm ,0 (m , j) となるデータがあれば

少なくとも ξi に対する vi の学習は可能となる．同様

に，他のトレーニングデータの中で ξmξ j ,0 (m , i)と

なるデータがあれば ξ j に対する v j の学習も可能とな

るため，直接 Wi j を学習することは困難である状況で

も vi と v j を用いることで間接的に Wi j の学習が可能

となる．

2.3 正則化

損失関数 Lは以下のように実際の値と予測値との誤

差平方和として定義する．

L :=
1

2M

M∑
m=1

[
f ({ξi(m)}) − f̂ ({ξi(m)})

]2
+
λ

2
∥θ∥22 (5)

ここで θは学習パラメータ (wi，Wi j，vi)，第二項は正

則化項，λ は正則化項のハイパーパラメータである．

検証計算では提案手法における正則化の効果について

も議論する．

3 検証問題と解析

提案手法の検証問題として二次元単翼素翼型の L/D

(揚効比) に対する空力形状最適化を考える．流れの

レイノルズ数およびマッハ数はそれぞれ Re=100，

M∞=0.2 であり，迎角は 4◦ とする．埋め込み境界

法には圧縮性流れに拡張された Brinkmanペナルティ

法 [33] を用いる．非粘性項および粘性項の離散化に

はそれぞれ 2次精度 KEEPスキーム [34,35]と 2次精
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度中心差分を，時間発展には 3 段 3 次 TVD ルンゲ・

クッタ法を用いる．埋め込み境界付近から生じる高

周波の圧力振動を抑えるために，8次精度陽的フィル

ター [36]を用いている．

量子アニーリングには Python ライブラリである

OpenJij [37] を用い，シミュレーテッド量子アニーリ

ングとして問題の求解を行う．ブラックボックス最適

化では回帰式として Factorization machine を用いる．

先行研究では QUBO モデルを用いて量子アニーリン

グブラックボックス最適化が行われているが，ここで

は Isingモデルと QUBOモデルの両モデルに対して検

証を行う．また本検証問題では式 (5)第二項の正則化

項の効果についても議論する．初期サンプルとして，

NACA4 桁翼型から 50 個の形状をランダムに作成す

る．Figure 2 に初期サンプル中で最も L/D が高い形

状 (L/D=0.7576)を示す．

Figures 3 および 4 にそれぞれ正則化を用いない場

合と用いた場合の最適化結果を示す．図の縦軸と横軸

はそれぞれ L/D と量子アニーリングブラックボック

ス最適化のステップ 2から 5までの反復回数を示して

いる．正則化を用いない場合，QUBO モデル，Ising

モデルともに初期サンプルよりも高い L/D を得る形

状が求められており，反復回数 2000 回ほどで概ね出

力結果が収束していることがわかる．また，QUBO

モデルと Ising モデルが示した最適形状は異なるが，

L/D の値は近いものとなっている．しかし，最適化

で得られた形状は固体セルが若干バラけたものとなっ

ている．これに対し正則化を用いた場合には，固体セ

ルの分散が抑えられ，単翼素翼型とわかるような一つ

の塊とし最適形状が得られている．また正則化を用い

ることで収束にいたる反復回数も 2000回から 100回

以下に大幅に減少している．正則化を用いない場合

には QUBO モデルと Ising モデルが求めた最適形状

の L/D 値は概ね同等であったが，正則化を用いには

Ising モデルが L/D=0.8598 という本検証計算におい

て最も L/Dが高い翼型形状を得ているだけでなく，逆

に QUBO モデルが得た翼型形状は初期サンプルデー

タよりも低い L/Dのものとなっている．

3

Figure 2: 初期サンプル中で最も L/D が高い形状

(L/D=0.7576).

3

L /D = 0.7725

Number of iterations

L/
D

(a) QUBOモデル.

3

L /D = 0.7674

Number of iterations

L/
D

(b) Isingモデル.

Figure 3: 正則化を用いない場合の最適化結果.

以下では，

• なぜ正則化を用いると固体セルの分散が抑えられ

るか

• (正則化を用いた場合に) なぜ Ising モデルが

QUBO モデルよりもより良い最適化結果を導出

したか

についてそれぞれ考察を行う．Figure 5に正則化の有

無で比較した Factorization machine のパラメータ wi

の分布を示す．パラメータ分布を取り囲んでいる黒線

はトレーニングデータ中に固体セルが存在していた

領域を示している．正則化の主な目的は機械学習過程

での過学習を防ぐことであるが，正則化の有無でパラ

メータ分布を比較すると，正則化を用いない場合には

wi が黒線で囲まれた領域内で散逸的に分布しているこ

とがわかる．これは正則化を用いない場合に，wi がす

べてのトレーニングデータに対して対応出来るように

過学習された結果であり，翼型形状が散逸的になった

原因と考えられる．
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3

Number of iterations

L/
D

L /D = 0.6251

(a) QUBOモデル.

3

Number of iterations

L/
D

L /D = 0.8598

(b) Isingモデル.

Figure 4: 正則化を用いた場合の最適化結果.

次に，正則化を用いた場合に Isingモデルが QUBO

モデルよりもより良い最適化結果を出した理由を考察

する．一般に，Ising モデルと QUBO モデルは式 (3)

を通じて等価になるが，これは Isingモデルと QUBO

モデルが陽的に与えられた場合であり，量子アニーリ

ングブラックボックス最適化のように機械学習的に

推定された場合には，両者が等価になる保証はない．

Table 1に二値パラメータ (σi および qi)に対するモデ

ルパラメータの学習の可否を示す．機械学習過程では

Factorization machine の wi および Wi j の学習が行わ

れるが，その際に QUBOモデルの場合には qi=0とな

る場合には wiqi=0 となるため wi の学習が行えない．

これは Wi j に対しても同様で，qi=0もしくは qi=0と

なる場合には Wi jqiq j=0となるため Wi j の学習が行え

ないことになる．一方で，Isingモデルで学習を行った

場合の特徴量は σ=-1 もしくは +1 であるため，どち

らの値をとってもモデルパラメータの学習が可能とな

る．Factorization machineでは Wi j を直接学習する代

わりに vi の学習を行うことで qiq j=0となるような特

3

パラメータ分布

形状最適化結果 ( )L /D = 0.7674

wi 1.0
0.5
0.0

−0.5
−1.0

(a)正則化なし

3

パラメータ分布

形状最適化結果 ( )L /D = 0.8598

wi 1.0
0.5
0.0

−0.5
−1.0

(b)正則化あり

Figure 5: 正則化の効果 (Ising モデル)．パラメータ分

布を取り囲んでいる黒線はトレーニングデータ中に固

体セルが存在していた領域を示している．

徴量に対しても学習効率の改善を図っているが，前述

の qiqm ,0 (m , j)および qmq j ,0 (m , i)となるよう

なデータがトレーニングデータ中に存在しない場合に

は Wi j の学習は行えず，Table 1より，Isingモデルと

比較して QUBO モデルは特に Wi j の学習効率が著し

く悪いことがわかる．よって，QUBOモデルと比較し

てより学習効率の高い Ising モデルがより良い最適形

状を求めたと考えられる．

4 結言

本研究では，量子アニーリングブラックボックス最

適化手法を空力形状最適化に応用することで，大域的

な解探索も可能とするトポロジー最適化手法を提案し

た．量子アニーリングブラックボックス最適化では量

子アニーリングモデルである QUBO モデル，および

Ising モデルのモデルパラメータを機械学習によって

予測する．検証問題では二次元単翼素翼型の L/D (揚

効比) に対する空力形状最適化を行った．提案手法は

初期サンプルよりもより L/D が高い翼型形状を導出
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Table 1: 二値パラメータ (σi および qi) に対するモデ

ルパラメータの学習の可否．

(a) QUBOモデル

qi q j qiq j wi Wi j

0 0 0 × ×
0 1 0 × ×
0 1 0 ✓ ×
1 1 1 ✓ ✓

(b) Isingモデル

σi σ j σiσ j wi Wi j

-1 -1 1 ✓ ✓

-1 1 -1 ✓ ✓

1 -1 -1 ✓ ✓

1 1 1 ✓ ✓

している．この際，正則化を導入することにより機械

学習過程での過学習が抑制されることが示された．ま

た，QUBOモデルと Isingモデルは陽的に与えられた

場合には等価であるが，機械学習的にモデルが与えら

れた場合には等価にならないだけでなく，両モデルで

使用される特徴量の違いから，Ising モデルの方が量

子アニーリングブラックボックス最適化により適して

いるモデルであることが示された．

理想的な量子アニーリングマシンを用いると量子力

学的な効果により大域的な最適解探索が可能になる

と期待されているが，現状の量子アニーリングマシン

はノイズによるエラーも生じるだけでなく，扱える問

題の規模もまだそれほど大きくはない．しかし，量子

アニーリングマシンの性能は年々向上しているだけで

なく，Isingモデルや QUBOモデルを解くことに特化

したスパコン (シミュレーテッド量子アニーリングマ

シン) [38–40] も開発されている．そのため提案手法

は必ずしも次世代の量子アニーリングマシンを必要と

するものではなく，大規模なシミュレーテッド量子ア

ニーリングマシンを用いることで早急な実用化が期待

される．
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