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Abstract 

We performed a resolvent analysis of axisymmetric supersonic jets by applying a MATLAB-based two-dimensional 

resolvent solver (Linstab2D) to the compressible Navier–Stokes equations linearized about data-assimilated base flows, 

and the effects of Mach number, Strouhal number, and azimuthal mode on Mach-wave propagation were investigated. 

Particle image velocimetry was used to optimize the Menter SST parameters in Reynolds-averaged Naiver–Stokes 

simulations, yielding time-averaged flow fields for supersonic jets at Mach 1.2, 1.5, 1.8, and 2.0 as the base flows. Resolvent 

analysis of the data-assimilated base flows revealed clear Mach-wave propagation patterns at Mach 1.5, 1.8, and 2.0. 

Furthermore, the Mach-wave propagation angle increases and shift the acoustic source location further downstream as the 

jet Mach numbers increase. On the other hand, variations in the Strouhal number did not significantly alter the propagation 

angle or the acoustic source position for fixed Mach numbers. The maximum gain always exists at azimuthal mode of m = 

0 (axisymmetric mode). 

 

1．はじめに 

 超音速ジェットから放射される強い音波は，空港

やロケット発射場での騒音公害や機体の破損を引き

起こす．そのため，長年にわたり，騒音発生メカニズ

ムが研究されてきた．しかし，乱流の複雑性とランダ

ム性(1)ゆえに，超音速ジェットの乱流モデル化はいま

だ研究対象である．近年，コンピューターの計算能力

が飛躍的に向上したことで，Reynolds平均Navier–

Stokes (RANS)シミュレーション(2)，ラージ・エディシ

ミュレーション(LES)(3)，および直接数値シミュレー

ション(DNS) (4)手法により，一定の条件における乱流

の実験データを再現できるようになった．しかし，

これらの手法にはそれぞれ欠点がある．RANSシミ

ュレーションでは流動条件に合わせた複数回のパ

ラメータ調整が必要であり，LESおよびDNSはいず

れも高い計算コストを要する．したがって，主要な

物理構造を抽出しつつ，産業応用にも耐えうる安定

な低次元モデルの構築は重要な研究課題である． 

 Mollo–Christensen(5)およびCrow and Champagne(6)の

研究により，一見無秩序に見える乱流ジェット中に

秩序構造(Coherent Structure)が存在することが示さ

れた．これらは乱流混合層内で成長と減衰を繰り返

すウェーブパケット(Wave packets)(7)であり，乱流中

のエネルギー輸送および音波放射に重要な役割を

果たす (8)．そのため，平行流仮定 (9)，漸進展開法

(WKB)(10)，放物型安定方程式(PSE)(11)といった手法が

ウェーブパケットのモデル化に用いられてきた．こ

れらの手法は超音速ジェットにおける大部分の音

場特性を再現する． 

 これらを踏まえ，さらにマッハ波の放射，すなわ

ち超音速ジェットの主な音響波放射メカニズム (12)

を捉えるため，本研究ではレゾルベント解析(13)を採

用する．この手法は，方程式を線形化し，Navier–

Stokesの非線形項から生ずる項を外部入力として，

流れの応答を調べるために利用される．Navier–

Stokes方程式を平均流れ場の擾乱に対する線形項と

非線形項に分解することで，両者を結ぶレゾルベン

トオペレーターを構築し，特異値(SVD)分解によっ

てゲインを持つ入力モードを同定，順位付けする．

これらの入力モードは，線形増幅メカニズムを通じ

て近傍場の乱流および遠方場の音場においてエネ

ルギー相関構造を生成する．また，支配的な入出力

の関係を特異値に参照して自動的に選択できるた

め，レゾルベント解析は高精度な低次元モデルを提

供する． 

 本研究では，超解像計測(14)でのレゾルベントモー

ドの利用可能性を検討するため，データ同化によっ

て得られた超音速ジェットのベースフローデータ
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を使用した．マッハ数1.2, 1.5, 1.8および2.0に対応す

る4種類のデータに対してレゾルベント解析を適用

し，応答モードへのマッハ数の影響を調べる．また，

計算条件を変更し，異なるストローハル数および周

方向モードが解析結果に与える影響を検討した． 

 

2．解析手法 

2.1 ベースフロー 

レゾルベント解析はベースフロー周りでの不安定

性を抽出するものであり，ベースフローにはNavier–

Stokes方程式の近似解や平均場が用いられる．本研究

では平均流れ場を採用する．計算流体力学(CFD)のデ

ータを直接用いて解析することも可能であるが，計

算コストおよび精度に関する問題が残る．そこで本

研究では，実験とデータ同化を組み合わせた数値シ

ミュレーションによりベースフローデータを構築し

た．まず，異なるマッハ数における軸対称超音速ジェ

ット流れに対して粒子画像流速測定法(PIV)(15)を実施

し，平均速度場を取得した．次に，Menterのせん断応

力輸送モデル(SST)(16)を用いてRANSシミュレーショ

ンを行い，実験と同一条件の流れを再現した．この過

程でデータ同化技術(17)を適用し，PIVで得られた速度

場にRANSシミュレーションの結果が近づくように

SSTモデルのパラメータを最適化した． 

 

2.1.1 実験装置 

 本研究では，理想拡張超音速ジェットに対して粒

子画像流速測定法(PIV)を行い，得られた速度場をデ

ータ同化に適用した．PIV計測は東北大学に設置され

たジェット発生装置付き無響室で実施した．適正膨

張条件下の4種類の超音速ジェットを対象とし，それ

ぞれのジェット条件を表1にまとめた．各マッハ数に

対応する適正膨張ノズルは特性線法を用いて設計し，

全ノズルの出口直径は10 mmである． 

 

表1 超音速ジェットの条件 

 

PIV計測については，高繰り返しダブルパルスレー

ザー(DM60-527, Photonics Industries)および高速カメ

ラ(Phantom V2640, Vision Research)を用いて実施した．

シーディング粒子はLaskinノズルによって生成し，ジ

ェット流中および雰囲気中に分散させた．撮像時間

間隔は1 sに設定し，サンプリング周波数3 kHzで画

像ペアを取得した．得られた粒子画像はシングルピ

クセルアンサンブル相関法(18)を用いて解析し，画素

ごとの時間平均速度場を計算した．この手法では時

間平均速度場しか算出できないものの，空間分解能

が非常に高く，データ同化への適用に適する．図1に

PIV実験装置の模式図を示す． 

 

図1 PIV測定の実験装置 

 

2.1.2 数値シミュレーション 

 本研究では，スタンフォード大学が開発したオー

ペンソースソルバSU2(19)を用いて二次元軸対称

RANSシミュレーションを実施した．Gmshにより生

成した二次元計算格子および境界条件を図2に示す．

計算領域は，ノズル軸方向はノズル出口をx/D = 0と

して0 < x/D < 30，半径方向はノズル中心軸をr/D = 0 

として0 < r/D < 10と定義し．ノズル内部領域も含め

て解析した．乱流モデルにはMensterのSSTモデルを

採用した．8つのハイパーパラメータのデフォルト値

を表2に示す．しかし，これらのデフォルト設定では

実験で得られた速度場を十分に再現できなかった．

そこでRANSシミュレーションにデータ同化を適用

し，RANSシミュレーションの結果が実験データに近

づくようにSSTパラメータを最適化した．最適化した

SSTパラメータを表3に示す． 

 

図2 境界条件と計算グリットの模式図 

マッハ数 1.2 1.5 1.8 2.0 

圧力比 2.42 3.67 5.75 7.82 

速度 [m/s] 361 425 480 510 

レイノルズ数(× 𝟏𝟎𝟓) 3.8 5.5 7.9 10 
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表2 デフォルトのSSTパラメータ 

 

表3 最適化されたSSTパラメータ 

 

 

2.1.3 データ同化 

 本研究では，数値シミュレーションへの適用が容

易なデータ同化手法としてアンサンブルカルマンフ

ィルタ(ensemble Kalman filter)(20)を採用した．図3にデ

ータ同化の模式図を示す．まず，デフォルトSSTパラ

メータで計算した流れ場を初期解とし，初回計算に

はデフォルト値からランダム変更したSSTパラメー

タを用いる．次に、SSTパラメータと更新後の流れ場

をアンサンブルカルマンフィルタに入力し，フィル

タ処理によって更新されたSSTパラメータを算出す

る．その後，フィルタ処理後のSSTパラメータを用い

て再度RANSシミュレーションを実行し，同じプロセ

スを繰り返す，本研究ではアンサンブルメンバー数

をN = 16に設定し，SSTパラメタを20回更新した． 

 

図3 アンサンブルカルマンフィルタとSU2を用いた

データ同化の模式図 

  

アンサンブルカルマンフィルタは，非線形システ

ムの状態方程式および観測方程式を以下のように定

義する． 

𝒙𝑡
(𝑙)

= 𝑓(𝒙𝑡−1
(𝑙)

). (1) 

𝒚𝑡
(𝑙)

= 𝑯𝑡
(𝑙)

𝒙𝑡
(𝑙)

+ 𝒘𝑡
(𝑙)

. (2) 

ここで，𝑓は状態ベクトルを更新する関数を表す，

本研究ではSU2を用いたRANSシミュレーションに

応する．また，𝒚，𝑯，𝒘はそれぞれ観測ベクトル，観

測行列，観測ノイズを表す．アンサンブルメンバーの

番号𝑙は1 < 𝑙 ≤ Nとし，𝑯𝑡𝑥𝑡
(𝑙)
はRANSシミュレーシ

ョンで得られた速度場をPIVの速度ベクトル格子へ

写像する作用に相当する．流れ場の状態ベクトル𝒙𝑡
(𝑙)

と観測行列𝑯𝑡
(𝑙)
は，次の式のように定義される： 

𝒙𝑡
(𝑙)

= [𝒙𝐶𝐹𝐷
𝑇 , 𝒙𝑂𝐵𝑆

𝑇 , 𝒙𝑆𝑆𝑇
𝑇 ]𝑇. (3) 

𝑯𝑡
(𝑙)

= [𝟎, 𝑰, 𝟎]. (4) 

𝒙𝐶𝐹𝐷
𝑇 は，密度𝝆，運動量𝝆𝒖，𝝆𝒗，エネルギーⅇ，乱

流運動エネルギー𝒌，乱流周波数𝝎を含む状態ベクト

ルである．また，観測ベクトルは，PIV測定格子に写

像された速度場を表す．𝒙𝑆𝑆𝑇
𝑇 はSSTモデルのパラメー

タをまとめたベクトルであり，これらのパラメータ

は時不変である．さらに，𝑰は単位行列であり，𝑯𝑡
(𝑙)
内

の0の位置は，𝑯𝑡
(𝑙)

𝒙𝑡
(𝑙)

= 𝒙𝑂𝐵𝑆
𝑇 を満たすように決定され

る． 

アンサンブルカルマンフィルタの過程は，以下の

式を用いて計算される： 

𝒙𝑡
(𝑙)

= 𝒙𝑡
(𝑙)

+ 𝑲𝑡(𝒚𝑡 − 𝑯𝒙𝑡
(𝑙)

+ 𝒘𝑡
(𝑙)

). (5) 

𝑲𝑡はカルマンゲインであり，次の式により定義さ

れる． 

𝑲𝑡 = 𝑽𝑡
̅̅ ̅𝑯𝑡

𝑇(𝑹 + 𝑯𝑡𝑽𝑡
̅̅ ̅𝑯𝑡

𝑇)−1. (6) 

ここで，𝑽𝑡は各アンサンブルメンバーとアンサン

ブル平均値との差異から算出される分散‐共分散行

列である．𝑹は観測ノイズの分散‐共分散行列を表し，

本研究ではすべての観測点においてノイズが相互干

渉を伴わないものと仮定した．そのため，𝑹は対角行

列として簡略化される： 

𝑹 = 𝜎2𝑰 (7) 

ここで，σは観測ノイズの標準偏差である． 

 

2.1.4 データ同化の結果 

 図4に，データ同化後に得られたマッハ数4条件の

超音速ジェットの主流方向速度場を示す．これらの

結果に対してレゾルベント解析を行う． 
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         図4 主流方向速度の流れ場 

 

2.2 レゾルベント解析 

圧縮性Navier–Stokes方程式は以下のように表される

： 

𝜕𝒒

𝜕𝑡
= 𝑭(𝒒). (8) 

ここで，𝒒は流れの状態変数ベクトル，𝑭(𝒒)はNavier–

Stokes方程式の非線形項を表す．レイノルズ分解を用

いることで，変数𝒒を時間平均項𝒒̅と変動項𝒒′に分解

できる： 

𝒒(𝒙, 𝑡) = 𝒒̅(𝒙) + 𝒒′(𝒙, 𝑡). (9) 

式(8)に代入した後，テイラー展開を用いて，方程式は

以下のように変形される： 

𝜕𝒒′

𝜕𝑡
= 𝑨(𝒒̅)𝒒′ + 𝒇. (10) 

ここで，𝑨(𝒒̅) =
𝜕𝑭

𝜕𝒒
(𝒒̅)はシステムのヤコビ行列，すな

わち線形演算子である．𝒇は外部入力，すなわち

Navier–Stokes方程式の非線形項である．その後，変動

項𝒒′と外部入力𝒇にフーリエ変換を適用すると： 

𝒒′(𝒙, 𝑡) = 𝒒′′(𝒙)𝑒−𝑖𝜔𝑡, (11) 

𝒇(𝒙, 𝒕) = 𝒇′′(𝒙)𝑒−𝑖𝜔𝑡, (12) 

となる．これらを式(10)に代入すると，システムの外

部入力と応答との間の伝達関数が下記のように導出

される： 

(𝑖𝜔𝑰 − 𝑨(𝒒̅))𝒒′′ = 𝒇′′. (13) 

𝑹(𝝎) = (𝑖𝜔𝑰 − 𝑨(𝒒̅))
−𝟏

. (14) 

ここで，𝑹(𝝎)はレゾルベントオペレーターである．

システムが異なる周波数の強制入力に対して示す増

幅効果をより精密に解析するために，さらに圧縮性

エネルギーノルム(21)による重み付けを導入する： 

𝑾 = diag (
𝑻̅

𝛾𝝆̅𝑴𝟐
, 𝝆̅, 𝝆̅, 𝝆̅,

𝝆̅

𝛾(𝛾 − 1)𝑻̅𝑴𝟐
) . (15) 

この重み行列により，レゾルベントオペレータを下

記のように重み付けする． 

𝑹̃(𝝎) = 𝑾
1
2 𝑹(𝝎)𝑾−

1
2. (16) 

続いて，𝑹̃(𝝎)に対して特異値分解を行う： 

𝑹̃(𝝎) = 𝑼(𝒘)𝜮(𝝎)𝑽(𝝎)𝐻 . (17) 

ここで，𝜮は特異値(𝜎1, 𝜎2, … 𝜎𝑚)を対角成分に有す

る対角行列，最大の特異値が求める最大ゲインとな

り，それに対応する右特異ベクトル𝑽𝟏が強制モード，

左特異ベクトル𝑼𝟏が応答モード(レゾルベントモー

ド)である． 

2.3 計算手法 

 MATLABベースの二次元レゾルベント解析ツール

であるLinstab2D(22)を使用する．データ同化によって

得られたベースフローを等間隔の軸対称格子(x/D方

向600点，r/D方向240点)にマッピングして解析を行っ

た．無次元化に関しては，ノズル出口の流速，さらに

周囲温度と密度を基準量とした無次元化を行った．

外部境界条件については，圧力波などの反射を防ぐ

ため，スポンジ層を設定した．下図に，マッピング後

の結果とスポンジ層の設定位置を示す． 

 

図5 主流方向速度のマッピング結果 (M = 2)

 

図6 スポンジ層(黄色)の位置 

 

3. 結果と考察 

図7に，レゾルベント解析により得られたM = 1.5, 

m = 0, St = 0.3での主流方向速度のレゾルベントモー

ドを示す．ノズル出口付近においては数値振動によ

り高波数の構造が現れるが，下流側では比較的低波
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数の周期的な構造が得られる．さらに，マッハ波の放

射に対応する構造がある．これにより，超解像計測の

実験データにレゾルベント解析を適用できること

を実証する． 

 

図7 主流方向速度のレゾルベントモード 

(M = 1.5, m = 0, St = 0.3) 

 

3.1 マッハ数とストローハル数の影響 

 図8にm = 0, St = 0.3の条件下における4種類の異な

るマッハ数に対する応答モードを示す． 

 

 

 

 

図8 主流方向速度のレゾルベントモードに対する

マッハ数の影響(m = 0, St = 0.3) 

 

M = 1.2の場合は，比較的小さい出口マッハ数のた

めに流れ中心部に周期構造のみが現れ，明確なマッ

ハ波は観測されなかった．一方，マッハ数が1.5を超

えるとマッハ波の放射現象が明確に認められた．ま

た，流速の増大に伴い，擾乱に対するレゾルベントゲ

インが増大し，高強度かつ広帯域のマッハ波構造が

下流側へと伝播する．同時に，マッハ数の増大に伴い，

マッハ波の放射位置は下流側へ移動し，放射角度は

大きくなる．可能の理由は，高マッハ数のジェットほ

ど圧縮性効果によりせん断層不安定性の成長率が低

下し，乱流化に必要な発展距離が延びるためである．

その結果，せん断層で生成する渦構造がより下流側

で発達し，音源位置が下流に移動する． 

音源位置やマッハ波の放射角度に対するマッハ数

やストローハル数の影響をさらに検討するため，下

図に示すようにレゾルベントモードに対して振幅の

絶対値を計算した．さらに，各rにおいて振幅が最大

となる点を抽出し，これらの点に直線フィッティン

グを適用した．この手法により，音波の伝播角度およ

び音源位置の変化を調べた． 

 

図9 主流方向速度のレゾルベントモードの絶対値

分布と各rにおける絶対値最大点を用いて線形フィッ

ティングして推定した音波伝播方向(赤線, M = 1.5, m 

= 0, St = 0.3) 

 

異なるストローハル数(0.3 ≤ St ≤ 0.5)における線

形フィッティングした直線の角度(図9における赤線

と噴流中心軸とのなす角)および噴流中心x軸との交

点を算出した結果を，図10に示す． 

 
(a) 直線の角度 

 
(b) 直線とジェット中心軸の交点 
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図10 主流方向レゾルベントモードの絶対値分布

から推定したマッハ波放射角度と音源位置に対す

るマッハ数とストローハル数の影響 

 

図より，マッハ数の増加に伴い，マッハ波の放射角

度が大きくなり，噴流中心軸との交点も概ね下流側

へ移動する．これは前述の観察結果と一致する．また，

同一マッハ数条件下では，ストローハル数の変化は

マッハ波放射に顕著な影響を与えない． 

 

3.2 周方向モードの影響 

周方向モードは，円周方向波数および螺旋特性を

表し，以下では，M = 2.0，St = 0.3の場合について，

0 ≤ |𝑚| ≤ 3 の周方向モードでの解析結果を示す． 

 

 

図11 レゾルベントモードに対する方位角モード

の影響(M = 2.0，St = 0.3) 

  

m = 0(軸対称モード)の場合に最も高い応答振幅，す

なわち最大のレゾルベントゲインを示す．方位モー

ド数mが大きい場合にゲインは小さい，さらに，周方

向モードの次数mの増大に伴い，中心領域における周

期的な構造は観測しにくくなり，数値振動による成

分が支配的である．これは，検討したM = 2.0の超音

速ジェットにおいて，擾乱が最も増幅されるのが軸

対称モードであり，このモードがジェットせん断層

の不安定性および騒音生成メカニズムを支配するこ

とを示す．同様の傾向はM = 1.8およびM = 1.5でも見

られた． 

 

4．結言 

 本研究では，PIVデータを利用し，データ同化を適

用したて得た超音速ジェットの時間平均場に対して

レゾルベント解析を行うことで，高解像度計測デー

タに対するレゾルベント解析の可能性を検証した．

同時に，明確なマッハ波放射現象を観測した．さらに，

マッハ数の増加によりマッハ波の放射角度が大きく

なり，音源が下流方向へ移動することを確認した．一

方，同一マッハ数条件下では，ストローハル数の変化

がマッハ波放射に顕著な影響を及ぼさないことを観

察した．また，最大のゲインモードは常にm = 0(軸対

称モード)であった． 
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