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Abstract

The effectiveness of Hankel dynamic mode decomposition (DMD) for large-scale flow data obtained by high-fidelity

large-eddy simulations (LES) is examined by developing a parallel algorithm of the Hankel DMD. The Hankel DMD

enhances the accuracy of the modal decomposition by accumulating a data matrix in the row direction with a time

shift to enrich the information contained in instantaneous flow data. The issues of the Hankel DMD for data collected

by numerical simulations are that since the data matrix is tall and skinny, the accumulated data matrix used in the

Hankel DMD becomes further tall and skinny, which leads to prohibitive computational cost and required memory.

Therefore, although the effectiveness of the Hankel DMD has been reported for small-scale data, not for large-scale

data obtained by high-fidelity simulations. This study develops a parallel algorithm for the Hankel DMD that exactly

reproduces the results of non-parallelized Hankel DMD. We perform the Hankel DMD for LES data of transonic

aircraft buffet consisting of over a billion cells on parallel computations with the developed parallel algorithm and

demonstrate the effectiveness of the Hankel DMD for large-scale LES data.

1 緒論

コンピュータの発展に伴い，膨大な格子点数を用い

た複雑形状まわりの高忠実な数値シミュレーション

が可能になってきている．例えば，本研究グループで

は，航空機高揚力形態に対する壁面モデル large-eddy

simulation (LES) を百億を超える格子点数で行い，予

測が難しいとされる失速付近の揚力係数や主翼上面の

剥離パターンを正確に予測している [1]．また，航空

機全機形状に対する遷音速バフェット現象の壁面モデ

ル LESを実施し，主翼上面で発生する衝撃波振動や特

徴的な圧力伝播の周波数を精度よく予測している [2]．

一方，これらの大規模で高忠実な LESで得られた流れ

場データは，大規模であるが故に扱いづらく，細い渦

スケールを忠実に解像していて，さらには三次元デー

タであるため，データから流体現象を理解することに

は困難が伴う．

流体のモーダル解析 [3]は，データから特徴的な流

体構造を抽出し，流体現象の理解を手助けする有益

なツールとなり得る．動的モード分解 (dynamic mode

decomposition, DMD) [4,5]は，特定の増幅率と周波数

を有する DMDモードをデータから抽出し，流体力学

分野に限らず多くの分野で用いられている．DMDで

は，瞬間データ (スナップショットデータと呼ぶ)から

構成される線形システムを考え，その線形システムを

表す行列を固有値分解することでモード分解を行う．

線形システムを表す行列はスナップショットデータか

ら一般的な代数計算で推算され，アルゴリズムが単純

であるため DMDは実施がしやすい．また，ハンケル

DMD [6–8]は，スナップショットデータ（列ベクトル）

を時間シフトしながら行方向に蓄積することでデータ

に含まれる情報量を増加させ，通常の DMD よりも

高精度なモード分解を実現する．その有効性 (モード

分解の正確性の向上)は Takensの埋め込み定理 [9]に

よって数学的に示されている上に，スナップショット

データの蓄積以外は通常の DMDと同じアルゴリズム

であるため，簡便で広く用いられている [10, 11]．

しかし，ハンケル DMDを格子点数が百億を超える

大規模な LESデータに用いるには，計算コストと必要

メモリの観点で困難が伴う．格子点数が百億点を超え

るため，スナップショットデータの列ベクトルも百億

点を超える膨大な長さとなり，それをハンケル DMD
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を実施するために更に蓄積することは非現実的とな

る．通常の DMDに対しては，このような大規模デー

タによる膨大な計算コストと必要メモリを削減する方

法が提案されており [12–15]，ハンケル DMD への展

開も期待できる．しかし，これらの方法は，ユーザー

パラメータを含む近似を用いており，その近似の妥当

性が扱う問題に依存しかねない．このような問題によ

り，これまでハンケル DMDは小規模データに対して

多く用いられており，著者らが知る限り大規模 LES

データに適用した例はなく，それ故に大規模 LESデー

タに対するハンケル DMDの有効性も確認されていな

い．このハンケル DMDによる有効性を大規模データ

に対しても実証するためには，ハンケル DMDによる

モード分解を忠実かつ現実なコストとメモリで行うこ

とが必要となる．

本研究では，ハンケル DMDのアルゴリズムを数学

的に厳密に行う並列化アルゴリズムを構築し，大規模

LES データに適用することでハンケル DMD の有効

性を実証する．構築した並列化アルゴリズム [16] で

は，スナップショットデータの内積を並列計算し，そ

の結果を用いて大規模行列を含む演算を小規模行列の

みの演算に近似なしで変換する．これにより，ハンケ

ル DMDの計算コストと必要メモリは通常の DMDと

ほぼ同等になり，数十億を超える大規模 LESデータに

対しても，スパコンを用いた大規模並列計算により 30

分以内でハンケル DMDが実施できる．構築した並列

アルゴリズムを，遷音速バフェット現象の LES デー

タに対するハンケル DMDに適用し，通常の DMDと

モード分解における正確性を比較することで，大規模

データに対するハンケル DMDの有効性を実証する．

2 数値計算法

2.1 DMD

DMD では，スナップショットを縦ベクトルとして

並べたデータ行列を，以下のように 2つ用意する．

X(0,k−1) = [x1 x2 · · · xk] ,
X(1,k) = [x2 x3 · · · xk−1] . (1)

ここで，xk は時間 t = k∆tにおけるスナップショット

であり，データ行列 X の下添え字 (0, k − 1) は，時間

t = 0 から t = (k − 1)∆t までのスナップショットが含

まれていることを示す．これらの時間ステップが 1つ

ずれた 2つの行列に対して，以下のように線形的に時

間発展するとする．

X(1,k) = AX(0,k−1). (2)

DMDの目的は，行列 Aの固有値分解を行い，特徴的

な構造とそのダイナミクス情報 (増幅率と周波数)を，

それぞれ固有ベクトルと固有値から抽出することであ

る．行列 Aは，特異値分解 X(0,k−1) = UrΣrVT
r を行い，

以下のように求める．

A = X(1,k)VrΣ
−1
r UT

r . (3)

ここで，Vr は右特異ベクトルからなる行列，Σr は特異

値からなる対角行列，Ur は左特異ベクトルからなる行

列であり，下添え字 r は特異値の順番に応じて上から

r 個の特異値および特異ベクトルを用いていることを

意味する．行列 Aは，サイズが n × n (nは格子点数 ×
変数の数) であるため，数値計算で得られるデータに

対しては巨大な行列となり，固有値分解を行う際の計

算コストと必要メモリが大きくなる．そこで，DMD

では左特異ベクトルからなる行列 Ur を用いて，行列

Aを以下のように近似する．

Ã = UT
r AUr. (4)

これにより，行列 Ãのサイズは r × r となり，小さな

行列であるため固有値分解が容易にできる．得られた

固有値は，以下のように DMDモードの増幅・減衰率

gと周波数 ωを示す．

g j =
ln |λ j|
∆t
, ω j =

∠λ j

∆t
. (5)

ただし，λ j は固有値であり，下添え字 j は固有値の

番号を示している．より詳しいアルゴリズムは，文

献 [17]を参照されたい．

2.2 ハンケル DMD

ハンケル DMDでは，データ行列の情報を増長させ

ることで，DMD のモード分解の精度を向上させる．

具体的には，データ行列を定義する際に，以下のよう

にスナップショットを時間シフトしながら行方向に積
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層する．

H(0,k−1) =


x0 x1 · · · xk−1−h

x1 x2 · · · xk−h
...

...
...

...
xh xh+1 · · · xk−1

 ,

H(1,k) =


x1 x2 · · · xk−h

x2 x3 · · · xk−h+1
...

...
...

...
xh+1 xh+2 · · · xk

 . (6)

ここで，hはスナップショットの積層数であり，ユー

ザーが決定するパラメータである．このようにデータ

行列を構築した後は，通常の DMD と同じアルゴリ

ズムで DMDモードと増幅率・周波数を求める．ハン

ケル DMD は，スナップショットのデータサイズが

小さい場合に，線形モデルのランクを増長させること

でモード分解の精度が向上することが報告されてい

る [6, 7]．しかし，数値計算データのようなスナップ

ショットのデータサイズが大きい場合は，上式のよう

にただでさえ大きなスナップショットを行方向に積層

するため，データ行列 H は非常に背が高く細い行列

(tall-and-skinny matrix) となり，計算コストと必要メ

モリが膨大となる．ハンケル DMDのより詳細なアル

ゴリズムは，文献 [6, 7]を参照されたい．

2.3 ハンケル DMDの並列化アルゴリズム

本研究では，格子点数が数百億点規模の大規模数値

計算から得られたデータに対して，ハンケル DMDを

現実的な計算コストと必要メモリで実現するために，

並列化アルゴリズムを構築した [16]．この並列化アル

ゴリズムでは，行列積 XT
(0,k)X(0,k) を並列計算し，この

行列積 (サイズは (k + 1) × (k + 1)で小さい)を用いて，

ハンケル DMDのアルゴリズムを小規模行列の演算で

表す．並列化を用いない従来のハンケル DMDのアル

ゴリズムを，数学的に等価な形で小規模行列の演算で

表すため，一切の近似がなく従来のハンケル DMDを

並列計算上で再現できる．行列積 XT
(0,k)X(0,k) の並列計

算は，行列 X(0,k) を行方向に分割する (数値計算で得ら

れたデータを領域分割することに等しい) ことで，以

下のように容易に行える．

XT
(0,k)X(0,k)

=
[
XT

(0,k),1 XT
(0,k),2 · · · XT

(0,k),N

] 
X(0,k),1
X(0,k),2
...

X(0,k),N


= XT

(0,k),1X(0,k),1 + XT
(0,k),2X(0,k),2 + · · · + XT

(0,k),N X(0,k),N .
(7)

ここで，N は行方向への分割数である．この式は，

並列計算の各プロセスにおいて行列積 XT
(0,k),nX(0,k),n

(n = 1, 2, · · ·N) を計算し，通信によって和をとれば，

XT
(0,k)X(0,k) が並列計算できることを示している．各プ

ロセスにおける行列積の計算は，領域分割したデータ

に対して行うため，計算コストも必要メモリも小さい

（ただし，全体の必要メモリは並列計算の有無で変わ

らない）．また，ハンケル行列積 HT
(0,k)H(0,k) は，この行

列積 XT
(0,k)X(0,k) から，以下のように容易に計算できる．

HT
(0,k)H(0,k)

=
[
XT

(0,k−h) XT
(1,k−h+1) · · · XT

(h,k)

] 
X(0,k−h)

X(1,k−h+1)
...

X(h,k)


= XT

(0,k−h)X(0,k−h) + XT
(1,k−h+1)X(1,k−h+1) + · · · + XT

(h,k)X(h,k).
(8)

ここで，行列積 XT
( j,k−h+ j)X( j,k−h+ j) ( j = 0, 1, · · · h) は，

式 (7)を用いて並列計算することもできるが，行列積

XT
(0,k)X(0,k) から以下のようにブロック行列として抽出

することができる．

XT
(0,k)X(0,k)

=


XT

(0,a1−1)
XT

(a1,a2)
XT

(a2+1,k)

 [X(0,b1−1) X(b1,b2) X(b2+1,k)

]

=


XT

(0,a1−1)X(0,b1−1) XT
(0,a1−1)X(b1,b2) XT

(0,a1−1)X(b2+1,k)

XT
(a1,a2)X(0,b1−1) XT

(a1,a2)X(b1,b2) XT
(a1,a2)X(b2+1,k)

XT
(a2+1,k)X(0,b1−1) XT

(a2+1,k)X(b1,b2) XT
(a2+1,k)X(b2+1,k)

 .
(9)

ただし，0 ≤ a1, a2, b1, b2,≤ k である．例えば，

XT
(0,k−h)X(0,k−h) を求めたいときは，a1 = b1 = 0 およ

び a2 = b2 = k − hとすることで，XT
(0,k)X(0,k) から抽出

することができる．これにより，並列計算は XT
(0,k)X(0,k)

に対して一度のみ行い，ハンケル DMDのアルゴリズ

ムは全て XT
(0,k)X(0,k) の並列計算結果で小規模行列の演

算で置き換えることができる．また，本並列化アルゴ
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h = 0 h = 10 h = 50 Original LES data

t = 0

t ≈ 4.5Ts

t ≈ 9Ts

p′ recon/ρ∞a2
∞

−0.05 0.05

図 1: ハンケル DMDによる圧力変動の再構築解．

リズムにおいては，ハンケル行列を用いない DMDと

同様の計算コストと必要メモリでハンケル DMD を

実施することが可能となる．XT
(0,k)X(0,k) を用いたハン

ケル DMD アルゴリズムの書き換えについては，文

献 [16]を参照されたい．

3 遷音速バフェット現象 LESデータのハン
ケル DMD

航空機全機形状 (NASA-CRM 遷音速形状 [18]) で

発生する 3 次元遷音速バフェット現象の LES データ

に対しハンケル DMDを実施し，大規模数値計算で得

られたデータに対するハンケル DMD の有効性を実

証する．LESは圧縮性流体ソルバー FFVHC-ACE [1]

を用いて実施し，主流マッハ数が M∞ = 0.85，平

均空力翼弦長 cMAC をベースとしたレイノルズ数が

Rec = 1.52 × 106，迎角が α = 5.92 deg である．この

主流条件は，風洞試験 [19] において遷音速バフェッ

ト現象が確認された条件である．特に，バフェットセ

ルと呼ばれるスパン方向に波状に伝播する圧力変動

が，特徴的な流体構造として報告されている．NASA-

CRM遷音速形状のまわりに階層型直交格子を生成し，

総格子点数は約 22 億点である．計算条件の詳細は，

文献 [2] を参照されたい．ハンケル DMD の実施に

は，前述の並列化アルゴリズム [16] を用い，LES で

得られたバフェットセル約 9周期分の圧力変動スナッ

プショット 200 枚をデータとして用いる．ハンケル

DMDの並列計算は，スーパーコンピュータ「富岳」を

用い，使用プロセス数は 6,144である．データ積層数

は h = 0, 10, 50 とし，h = 0 の場合はハンケル DMD

を用いない通常の DMDと等価となる．

図 1に，ハンケル DMDによって得られた時間 t ≈
0, 4.5Ts, 9Ts (Ts はバフェットセルの周波数を S t =

0.3 としたときの周期) における圧力変動の再構築解

を示す．h = 0, 10, 50 の全てにおいて，t = 0 ではバ

フェットセルとみられるスパン方向に分布する赤青

の縞模様が見られる．しかし，通常の DMDと等価の

h = 0 では，時間と共にバフェットセルが非物理的に

減衰し，t ≈ 9Ts においてバフェットセルが見られな

い．一方，h = 10および 50では，バフェットセルの

非物理的な減衰が小さく，t ≈ 9Ts においても特徴的

©copyright 2025 by the author(s). Published by JSASS with
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h = 0 h = 10 h = 50p′ mode/ρ∞a2
∞

−0.005 0.005

1st mode

3rd mode

5th mode

図 2: ハンケル DMDによる時間 t ≈ 9Ts における圧力変動の DMDモード．

なバフェットセルが見られる．特に，h = 50では，翼

端付近の圧力変動分布がオリジナルの LES データと

よく一致し，ハンケル DMDによりデータ再構築の精

度が向上していると言える．

図 2に，ハンケル DMDで得られた t ≈ 9Ts におけ

る圧力変動の DMDモードを示す．貪欲法 [12, 20]を

用いて再構築への寄与率に基づきモードの順番を並べ

替え，上位 3 つの DMD モードを示している．h = 0

では，上位 3つのモードで特徴的な流体構造が見られ

ない（カラーレンジを狭めれば圧力変動の分布が見ら

れるが，h = 10と 50のケースと統一してカラーレン

ジを決めているため見られない）．h = 10では 3つの

モードでスパン方向に分布するバフェットセルのよう

な圧力変動が見受けられ，h = 50ではその特徴的な構

造がより鮮明に見られる．これら 3つのモードの周波

数は同一ではなく，バフェットセルの周波数は特定の

周波数に限定されず広域に広がっていることを意味し

ている．実際，過去の風洞試験 [21,22]では，バフェッ

トセルの周波数が 0.2 ≲ S t ≲ 0.5付近で広域に広がっ

ていることを報告しており，本研究のハンケル DMD

による結果の妥当性が伺える．

4 結論

超大規模 LES データに対するハンケル DMD の有

効性を実証した．ハンケル DMDは，アルゴリズム上，

数値計算データへの適用が難しいとされていたが，並

列化アルゴリズムを構築することで，格子点数が数百

億点規模の LES データに対してハンケル DMD を実

現した．構築した並列化アルゴリズムでは，並列化し

ないハンケル DMD のアルゴリズムを数学的に等価

に再現する．また，並列計算はひとつの行列積に対し

てのみ行うため，通信コストも低く，現実的な計算コ

ストと必要メモリで，大規模 LES データのハンケル

DMDを実現する．この並列化アルゴリズムと大規模

並列計算環境を用いることで，航空機全機形状で発生

する 3次元遷音速バフェットのハンケル DMDを実施

し，再構築解と特徴的な流体構造へのモード分解とい

う観点で，大規模 LESデータに対するハンケル DMD

の有効性を実証した．
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