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Abstract 

We confirmed the causality from separation to reflected shock wave based on information theory which can deal with 

nonlinear systems. Direct numerical simulation of shock wave/turbulent boundary layer interaction whose Mach number 

𝑀 = 1.9, momentum thickness Reynolds number 𝑅𝑒𝜃 = 1327 and shock angle 𝛽 = 39.27° was performed. To deal 

with three-dimensional structures, a computational domain that is long enough in spanwise direction was used. Proper 

orthogonal decomposition was performed to extract three-dimensional structures of separation bubbles and compression 

waves, and we found that the three-dimensional structures come from separation bubbles. Transfer entropy was used to 

estimate causality between time-series data. Information-theoretic causal inference showed that feedback of information 

from the upstream boundary layer to the separation bubble, from the separation bubble to the pressure field, and from the 

pressure field to the upstream boundary layer. 

 

 

１．緒言 

航空機が飛行する際に翼面で流れが加速され，衝

撃波が発生することがある．その衝撃波が振動する

バフェット現象により航空機の操縦性が悪化するた

め，航空機はバフェットが起こらないと考えられる

条件で飛行している．そのため，航空機の操縦性向上

や近年進められている超音速旅客機の開発にはバフ

ェット現象の抑制が求められる．バフェットの原因

と目されているのが衝撃波と翼面近傍で発達する境

界層との干渉である．したがって，バフェットの抑制

には衝撃波/境界層干渉の物理現象の解明が必要不可

欠である．このような事情から翼の周りの流れの数

値シミュレーションが行われているが，問題を単純

化した平板境界層と斜め衝撃波の干渉においても依

然として不明な点が多く，基礎的な物理現象の解明

には至っていない． 

平板境界層と斜め衝撃波の干渉においては，反射

衝撃波の振動が主な調査対象の一つである．その振

動特性に大きく関与していると考えられているのが，

衝撃波における逆圧力勾配により発生するはく離泡

の挙動である．斜め衝撃波と乱流境界層の干渉にお

いて，入射衝撃波が弱く境界層のはく離が小規模で

ある場合は境界層上流から移流される大規模構造が

反射衝撃波の振動を駆動する [1] [2]．一方で，入射衝撃

波が強く大規模なはく離が起こる場合，はく離泡の

挙動が反射衝撃波の振動を駆動すると推測されてい

る [3] [4]． 

境界層は三次元的な構造が存在することが知られ

ているため，衝撃波が二次元的であっても三次元的

な流れ場になることが予想される．実際，Ceciら [5]は

スパン長さを流入面での境界層厚さ𝛿0の96倍とした

DNSを実施し，低周波の不安定性に影響する大規模

三次元構造の存在を示した．また，Curaら [6]は低周波

の不安定性が線形不安定性だけでは説明できず，非

線形な自己励起プロセスにより説明されると考え，

流れ場の大域モードがはく離泡の膨張・収縮サイク

ルに関与していることを示した．また，Lusherら [7]に

よりスパン方向を長くした翼モデルの大規模LESも

実施された．しかしながら，こうした三次元的に巨大

な計算領域を用いた計算はまだ実施例が少なく，計

算コストの観点から計算領域のスパン方向長さを短

くすることが多いというのが実情である．また，超音

速乱流境界層において低周波の不安定性について調

べられているが [3] [8] [9] [10]，大規模構造をとらえるた

めにはスパン方向に長い計算領域を用いる必要があ

ると考えられる．以上より，従来の研究では捉えられ

なかった三次元的な構造の有無やそうした構造と衝

撃波やはく離泡の振動の関係性に関しては議論の余

地が残っている． 

三次元構造と衝撃波の振動の因果関係の有無を明

らかにすることはバフェット現象の解明に貢献でき

ると考えられる．近年ではこうした関係性に関する
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研究も行われており，Pirozzoliら [11]は低周波の不安

定性は衝撃波と境界層が相互作用する領域の共鳴メ

カニズムにより引き起こされるという仮説を立てた．

Sasakiら [12]は伝達関数を用いて斜め衝撃波と超音速

乱流境界の干渉において下流の擾乱から反射衝撃波

への因果を初めて示した．さらに， Spectral 

POD(Proper Orthogonal Decomposition)を用いて下流か

ら反射衝撃波へ向かう波の存在を示した．ただし，実

施したLESは計算領域のスパン長さが短く，伝達関数

による解析ではスパン方向に平均をとった物理量を

用いている．また，この一連の解析では線形性が仮定

されている．別の流れ場の解析には非線形の伝達関

数を用いて因果関係を検討した例もある [13]が，衝撃

波境界層干渉に対しては非線形の伝達関数が用いら

れた例はない． 

非線形な物理現象を扱ううえでは情報理論に基づ

く因果推論が有効であると考えられる．情報理論の

分野ではShannon [14]により情報の不確かさや予測の

難しさを数学的に表現できるShannonエントロピー

が提案された．時系列データ間でShannonエントロピ

ーの移動量を計算することでnon parametricな因果推

論を実施することができる [15]．Shannonエントロピー

の移動量のことを指してTransfer Entropyと呼ばれて

いる．データがガウス分布である場合はGranger因果

性とTransfer Entropyが等価であり，Transfer Entropyは

Granger因果性を非線形に拡張したものとみなせる 

[16]．このTransfer Entropyにもnon-separability問題が指

摘されている [17]．しかしながら，その有用性は近年

注目されており，流体力学における因果推論におい

ても適用例が存在している．Lozano-Duranら [18]は速

度変動のフーリエ成分間でTransfer Entropyを計算す

ることで対数領域とバッファー領域で乱流エネルギ

ーを保持する渦同士の因果関係が類似していること

を示した．荒木 [19]や田之上ら [20] [21]により異なるスケ

ール間での渦運動の因果関係も評価された．また，情

報量を複合的な成分，固有な成分，冗長な成分に分解

するSynergetic unique redundant decomposition (SURD)

では従来手法よりも詳細な因果推論が可能となった 

[22]．さらに，航空分野においても翼面でのはく離の制

御に情報理論が適用された [23]． 

 こうした研究を受けて，本研究の目的を，流れ場に

現れる三次元構造の特性に関する知見の獲得と，そ

ういった三次元構造とはく離泡や衝撃波の振動との

因果推論を実施することで衝撃波の振動の原因とな

っている現象を明らかにすることとした．実施した

DNSは主流マッハ数𝑀 = 1.9, 運動量厚さを基準にし

たレイノルズ数𝑅𝑒𝜃 = 1327, 衝撃波角𝛽 = 39.27°の

衝撃波/乱流境界層干渉である．DNSの実施後，はじ

めに三次元構造を抽出するために圧力場と速度場に

PODを適用した．次に，PODモード間の因果関係を推

定するために，PODモードの時間係数間でTransfer 

Entropyを計算した．その結果，情報理論に基づいた

非線形の解析を用いて衝撃波/境界層干渉における情

報のフィードバックループを確認したので報告する． 

 

２．数値計算 

本研究では上述したように平板境界層と斜め衝撃

波の干渉に関する数値計算を実施する．流れ場の概

要図をFig. 1に示す．図に示す通り，上流の乱流境界

層(TBL)と下流での衝撃波/境界層干渉(SBLI)を個々

に計算するという方式を取っている．座標系はいず

れも，流れ方向をx，高さ方向をy，スパン方向をzと

定義する．主流マッハ数は𝑀 = 1.9，主流の総圧は𝑃𝑡 =

100 kPa，総温は𝑇𝑡 = 295 Kとしている．運動量厚さに

基づいたレイノルズ数は𝑅𝑒𝜃 = 1327, 摩擦速度に基

づいたレイノルズ数は𝑅𝑒𝜏 = 275である．TBLに関す

るシミュレーションでは，境界層は空間的に発展し，

流入境界における99%境界層厚さ𝛿0は𝛿0 = 1 mmと

した．TBLの計算領域は (𝐿𝑥 , 𝐿𝑦, 𝐿𝑧) = (20𝛿0, 4𝛿0,

5𝛿0)，格子点数は(𝑁𝑥 , 𝑁𝑦 , 𝑁𝑧) = (512, 160, 256)であ

る． 一方で，SBLIに関するシミュレーションでは，

TBLのシミュレーションで得られた境界層が計算領

Fig. 1  Schematic of numerical simulation. 
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域の左端から流入する．また，衝撃波は𝑦 = 10𝛿0の上

面境界の𝑥 = 3𝛿0 の直線から入射するようにした．衝

撃波角𝛽 = 39.27°である．このシミュレーションの計

算領域は(𝐿𝑥, 𝐿𝑦, 𝐿𝑧) = (30𝛿0, 10𝛿0, 5𝛿0)，格子点数

は(𝑁𝑥 , 𝑁𝑦, 𝑁𝑧) = (768, 256, 256)である．いずれのシ

ミュレーションにしても，格子解像度はΔ𝑥+ = 10.4, 

Δ𝑦𝑚𝑖𝑛
+ = 0.52, Δ𝑧+ = 5.2となっている． 

主流の初期条件は上述した主流マッハ数，総圧，総

温を一様に与えることで取得した．一方で，境界層内

の初期条件は99%境界層厚さ𝛿0 =0.75 mmと，主流マ

ッハ数から計算した主流域の平均流速 𝑈∞ =

506.8m/sを与えて，Blasiusの式により求めた．また，

平均温度の初期条件はCrocco-Busemannの式 [24]を用

いた．SBLIに関するシミュレーションにおいては

TBLと同様に主流方向速度をBlasiusの式，平均温度を

Crocco-Busemannの式で与えた． 

本研究で用いる支配方程式は質量保存則(式1)，運

動量保存則(式2)，エネルギー保存則(式3)である．そ

れらに加えて完全気体(式4)の状態方程式を用いるこ

とで数値解を得た． 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0 (1) 

𝜕𝜌𝑢𝑗

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑝𝛿𝑖𝑗 − 𝜏𝑖𝑗) = 0 (2) 

𝜕𝜌𝐸

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
[(𝜌𝐸 + 𝑝)𝑢𝑗 + 𝑞𝑗 − 𝜏𝑖𝑗𝑢𝑖] = 0 (3) 

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇 (4) 

離散化手法として，対流項にはHR-SLAU2スキーム 

[25]，粘性項にはME4-Base [26]を使用した．また，対流

項の高次精度化には，Ducrosセンサーが0.4未満の領

域では五次精度コンパクトMUSCLスキーム [27]，0.4

以上の領域では四次精度コンパクトMUSCL TVDス

キーム [27]を用いてセル境界での物理量を評価すると

いう手法を採用した．時間積分には三段階三次精度

TVD Runge-Kutta法 [28]を用いた．時間間隔はΔ𝑡 = 4 ×

10−9 sである． 

本研究では，TBLのシミュレーションにおいて，流

入境界の境界条件にリスケーリング法 [29]を採用して

いる．リスケーリング法は流入の境界層厚さを規定

することができるため，空間発展型の境界層のシミ

ュレーションによく用いられている．ただし，衝撃波

との干渉に関するシミュレーションに用いるときに

は，リスケール面の位置が流れ場に影響を及ぼすた

め，注意が必要である．Simensら [30]は流入面とリス

ケール面を20𝛿0~30𝛿0程度離す必要があると主張し

ている．さらに，SBLIの計算ではリスケール面がはく

離泡の影響を受けないように工夫する必要がある．

本研究ではTBLの𝑥 = 18𝛿0にリスケール面を設ける．

さらに，流れ方向の相関を弱めるためにスパン方向

に𝐿𝑧 2⁄ だけずらしてからリスケーリング法を適用し

ている [31]． TBLのシミュレーションにおける他の境

界に課した境界条件に関しては，まず流出面(𝑥 =

20𝛿0 )はNeumann条件となっておりSBLIの情報を用

いていないためTBLがSBLIの影響を受けることはな

い．𝑦 = 0には滑りなし断熱壁，𝑦 = 4𝛿0にはRiemann

条件 [32]を与える．Riemann不変量を計算する際は上

面と無限遠方で等エントロピーを仮定する．z方向に

は周期境界条件を採用している． 

次にSBLIに関するシミュレーションで採用した境

界条件について述べる．流入面の  𝑦 ≤ 4𝛿0にはTBLの

リスケール面での物理量を与え， 4𝛿0 < 𝑦には主流の

物理量を与えた． SBLIの流出面にはNeumann条件を

与えており，境界条件の影響を抑えるために流出面

は斜め衝撃波の入射位置𝑥𝑖𝑚𝑝と14. 8𝛿0だけ離してい

る．衝撃波の入射面である𝑦 = 10𝛿0の境界は𝑥に依存

して，異なる条件を適用している．まず，衝撃波の

上流の 18𝛿0 < 𝑥 < 21𝛿0にはTBLの上面と同様に

Riemann条件 [32]を適用した．次に，21𝛿0 ≤ 𝑥 < 33𝛿0の

Fig. 2  Instantaneous streamwise velocity field at 0.35 ms. 

 

©copyright 2025 by the author(s). Published by JSASS with
permission



第57回流体力学講演会/
第43回航空宇宇宙数値シミュレーション技術シンポジウム
2025年7月2日～4日
タワーホール船堀（東京）

JSASS-2025-2095

 

区間には衝撃波前後の関係式とから衝撃波角𝛽 =

39.27°から得られた斜め衝撃波後方の物理量を与え

た．このようにすることで，𝑥 = 21𝛿0から斜めに衝撃

波が計算領域に入射する．さらに下流の𝑥 ≥ 33𝛿0では，

計算領域上面で反射衝撃波が非物理的に反射するこ

とを抑制するために計算領域内外で音響インピーダ

ンスが等しくなることを仮定してRiemann条件  [32]

を適用する．それ以外はTBLのシミュレーションと

同じで，𝑦 = 0には滑りなし断熱壁， 𝑧方向には周期境

界条件を採用している． 

 

３．流れ場の可視化 

 Fig. 2に時刻𝑡 = 0.35 msにおける𝑧 = 2.5𝛿0の𝑥-𝑦平

面の速度分布を示す．(𝑥, 𝑦) = (31𝛿0, 2𝛿0)付近で入射

衝撃波が反射しており，反射衝撃波の足は28𝛿0 <

𝑥 < 30𝛿0にある．なお，反射衝撃波や圧縮波の位置は

時間的に変化する． 

 Fig. 3(a)には時刻𝑡 = 0.35 msにおける𝑦 = 0.2𝛿0の𝑥-

𝑧平面における速度分布，(b)には同時刻の𝑦 = 0.05𝛿0

の𝑥-𝑧平面における速度分布を示す．図中の白色の等

値線は𝑢 = −1 m/sである．(a)の𝑥 < 30𝛿0の領域は衝

撃波の影響を受けていない上流の境界層で，スパン

方向に𝛿0程度の幅をもち，流れ方向に5𝛿0~10𝛿0程度

の流れ方向に長い構造をもつ高速領域と低速領域

が確認される．斜め衝撃波の影響を受けると流れが

減速し，上流の境界層に見られたような構造は確認

されなくなる．(b)の𝑥 < 30𝛿0の領域ではスパン方向

は細く，流れ方向に長い低速ストリークが確認され

る．斜め衝撃波の影響を受けた後の領域では流れが

逆流するはく離泡が確認される．𝑥 > 40𝛿0のはく離泡

より風下の領域にもストリークらしき構造が確認さ

れるが，風上領域のものと比べるとスパン方向に蛇

行している様子が見て取れる． 

 

４．PODによる特徴構造抽出 

 PODは時空間データから特徴的な空間基底を抽出

する手法の一つである．ある時刻𝑡𝑖における格子点数

nの空間データから各点での時間平均を差し引いた

Fig. 3  Instantaneous streamwise velocity field at 0.35 ms (a) 𝑦 = 0.2𝛿0, (b) 𝑦 = 0.05𝛿0. 

 

Fig. 4  Schematic of domain decomposition for POD. 
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データをベクトルにすることで，𝑛次元ベクトル𝒙𝒊が

得られる．この操作を時刻𝑡1から𝑡𝑚まで行うと，𝑚個

の𝑛次元ベクトルが得られる．このベクトルを式5の

ように並べた行列をデータ行列Dと呼ぶ． 

 

 

𝐷 = [𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒎] (5) 

PODでは固有モードを抽出するために以下の共分散

行列の固有値問題を解く．𝜆𝑘と𝒗𝒌はそれぞれk番目の

固有値・固有ベクトルである． 

𝐷𝐷𝑇𝒗𝒌 = 𝜆𝑘𝒗𝒌 (6) 

この解析を実施するうえで注意が必要なのが，行列

の大きさである．流体力学などのデータに関しては

用意できる時間ステップ数に対して，空間の格子点

数が非常に大きくなることがほとんどである．その

場合，共分散行列𝐷𝐷𝑇の要素数が格子点数の2乗とな

り，巨大な行列を扱う必要がある．そこで，Snapshot 

PODと呼ばれる手法が用いられることがある．

Snapshot PODでは，𝐷𝐷𝑇に代わり，𝐷𝑇𝐷に関する，次

の固有値問題を解く．  

𝐷𝑇𝐷𝒗𝒌 = 𝜆𝑘𝒗𝒌 (7) 

𝐷𝑇𝐷は𝑚 × 𝑚の正方行列なので，もともとの𝐷𝐷𝑇に比

べて小さくなることが多く，計算コストを抑えるこ

とができる．本稿では，Snapshot PODを指してPODと

記す．固有モード𝜱𝒌とモードごとの時間発展を表す

時間係数𝒂𝒌は以下のように計算される．ただし，固有

モードは固有値が大きい順に並べ替えられており，

Fig. 5  POD modes of pressure field (a) Mode 1, (b) Mode 2, (c) Mode 5, and (d) Mode 6. 

 

Fig. 6  RMS of pressure field. 
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L2ノルムで規格化したものを以降の解析で用いる． 

𝜱𝒌 = 𝐷𝒗𝒌 (8) 

𝒂𝒌 = 𝐷𝑇𝜱𝒌 (9) 

Fig. 4に示すように流れ場を上流の境界層の粘性底

層，バッファー層，対数領域，はく離泡，圧力場に

分割しそれぞれの領域にPODを適用する．26𝛿0 <

𝑥 < 28𝛿0の領域において𝑦+ < 5を粘性低層，5 <

𝑦+ < 30をバッファー層，30 < 𝑦+を対数領域として

乱流運動エネルギーにPODを適用する．はく離泡は

26𝛿0 < 𝑥 < 36𝛿0の領域において流れ方向速度が負

となる領域と定義した．境界層内では渦中心で圧力

が低下するが，反射衝撃波と圧縮波，膨張波のみを

取り扱いたいので，{(𝑥, 𝑦)|28𝛿0 < 𝑥 < 35𝛿0, 𝑦 > 𝛿0}

の領域を圧力場と呼びPODを適用する． 

 Fig. 5に圧力場の固有モードを示す．固有モードが

0.0005となる面を赤色の等値面，固有モードが

−0.0005となる面を青色の等値面で示す．なお，固有

モードの符号は反転することがあるため物理的な

圧力変動の正負とは必ずしも一致しない．Fig. 6に圧

力の標準偏差を示す．反射衝撃波と圧縮波の領域で

は標準偏差が4000以上の高い値をとっており変動

が大きいといえる．Fig. 5 (a)の第1モードには反射衝

撃波と圧縮波のような変動が大きい領域の構造が

含まれる．以降の固有モードには変動が小さい領域

の構造も含まれるようになる．次に寄与率の高い第

2モードにはスパン方向に2.5𝛿0程度のスケールをも

つ圧縮波の三次元的な構造が2つ確認される．第5モ

ードと第6モードにははく離泡から出た膨張波の三

次元的な構造が確認される． 

 Fig. 7にはく離泡の固有モードを示す．固有モード

が0.0004となる面を赤色の等値面，固有モードが

−0.0004となる面を青色の等値面で示す．第1モード

にはスパン方向に𝛿0程度のスケールをもつ構造が確

認される．モード番号が大きくなるにつれ細かい構

造が抽出されるようになり，第100モードには非常

に小さな構造が含まれることがわかる． 

 Fig. 8にPODモードの時間係数のパワースペクト

ル密度分布を示す．横軸はストローハル数で，𝑆𝑡 =

𝑓𝛿0/𝑈∞とする．Fig. 8(a)は圧力場のPODモードの時

間係数に関するものである．モードの番号が大きく

なるにつれて高周波数域の成分のパワーが高くな

ることがわかる．これは番号が大きいPODモードに

は空間スケールが小さな構造が含まれるからだと

考えられる．Fig. 8(b)にははく離泡のPODモードの時

間係数のパワースペクトル密度分布が示されてい

る．番号の大きいモードにおいて0.1 < 𝑆𝑡 < 0.2にピ

ークが確認されるが，番号の小さいPODモードには

ピークが確認されない．なお，0.1 < 𝑆𝑡 < 0.2は

50680 Hz < 𝑓 < 101360 Hzに相当する． 

 

５．Transfer Entropyを用いた因果推論 

 情報量は以下のように定義される [14]．ある事象

𝑥が起こる確率を𝑝(𝑥)とすると，その事象のもつ情

報量𝐼(𝑥)は式10のように定義できる． 

Fig. 7  POD modes of separation bubbles (a) Mode 1, and (b) Mode 100. 
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𝐼(𝑥) = − 𝑙𝑜𝑔 𝑝(𝑥) (10) 

これはある事象に対して決まる量で，その定義から

発生確率が小さいほど大きな値を取ることがわか

る．情報量𝐼(𝑥)の期待値はShannonエントロピーと呼

ばれている量で，以下のように定義される． 

𝐻(𝑋) = − ∑ 𝑝(𝑥) 𝑙𝑜𝑔 𝑝(𝑥)

𝑥

(11) 

これはある系において発生する確率的な事象の不

確かさの指標である．また，複数の確率的なふるま

いをする系を用意すると，それぞれの系の状態の組

み合わせに対して同時確率を求めることができる．

そのような場合に対しても以下のようにShannonエ

ントロピーを定義することができる．  

𝐻(𝑋, 𝑌) = − ∑ 𝑝(𝑥, 𝑦) 𝑙𝑜𝑔 𝑝(𝑥, 𝑦)𝑥,𝑦 (12) 

これは2つの系𝑋と𝑌の場合であるが，一般に定義す

ることも可能である．次に，このように複数の系の

場合を考えると，互いの従属関係の強さを意味する

量である相互情報量を式13のように定義すること

ができる． 

𝐼(𝑋; 𝑌) = 𝐻(𝑋) + 𝐻(𝑌) − 𝐻(𝑋, 𝑌) (13) 

この相互情報量𝐼(𝑋; 𝑌)は非負という性質を持ってお

り，0になるとき，系は互いに独立となる．さらに，

ある系を観測した際に別の系のShannonエントロピ

ーがどの程度減少するかを評価するために条件付

きエントロピーが定義される． 

𝐻(𝑋|𝑌) = 𝐻(𝑋) − 𝐼(𝑋; 𝑌) (14) 

式14で表される𝐻(𝑋|𝑌)はある系𝑌の状態を観測して，

状態を確定させたあとの系𝑋のShannonエントロピ

ーである．Shannonエントロピーは系における状態

の不確かさの指標であるので，系𝑋と系𝑌が従属関係

にあり，相互情報量𝐼(𝑋; 𝑌)が0でない場合，系𝑌の状

態の観測が系𝑋の状態の不確かさを減少させること

を意味している．この量を異なる時刻のデータに対

して計算することで，系の状態における因果関係の

強さを明らかにすることができる．因果推論のため

定義された情報量はTransfer Entropyと呼ばれており，

式15のように定義されている． 

𝑇𝐸𝑌→𝑋 = 𝐻(𝑋𝑡|𝑋𝑡−1) − 𝐻(𝑋𝑡|𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡−1) (15) 

右辺第1項は系Xの𝑡 − 1 の時刻を観測したときの時

刻tの条件付きShannonエントロピーである．第2項は

系Yの時刻𝑡 − 1の状態を観測したうえで，系Xの時刻

𝑡 − 1の状態を観測した際の時刻tにおける系Xの状

態の不確かさである．すなわち系Yの過去の状態の

観測により系Xの不確かさがどれくらい減少するか

をTransfer Entropyを用いて定量化することができる．

これが意味するところとしては，過去の時刻の別の

系の状態(系𝑌の状態)を確定させることが，現在の時

刻における別の系の状態(系𝑋の状態)の不確かさを

減少させるということである．したがって，過去の

𝑌の状態が現在の𝑋の状態の原因の一つとなってい

るというように考えることができる．これは，不確

かさの減少量のみが関係して決まる量なので，系𝑋

と系𝑌の関係性に依存しないで関係性を評価できる

点で優れており，非線形な関係を有していたとして

Fig. 8  Power spectral density of time coefficients of POD modes (a) pressure field, and (b) separation bubbles. 
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もその関係の強さを知ることができる． 

実際のTransfer Entropyの計算は比較的誤差の小さ

いk最近傍法 [33]を用いて行う．なお，本研究では𝑘 =

5とする．さらに，時系列をシャッフルして因果を破

壊した系𝑌𝑠を用意して以下に示すサロゲート解析を

行い正味の因果を推定する [34]． 

𝑇𝐸̂𝑌→𝑋 = 𝑇𝐸𝑌→𝑋 − 𝑇𝐸𝑌𝑠→𝑋 (16) 

 

６．衝撃波/境界層干渉の因果推論 

 Fig. 9に圧力場(p)，はく離泡(u-)，上流の境界層の

粘性底層(kvisc)，バッファー層(kbuf)，対数領域(klog)の

PODモードの時間係数間の因果マップを示す．因果

マップの見方について述べる．縦軸は原因，横軸は

結果を表しており，それぞれ下，左から小さい番号

のモードが並んでいる．Fig. 9 (a)はFig. 9(b)の一部を

拡大したものである．例えば，青枠で示すはく離泡

(u-)の第3モードから圧力場 (p)の第7モードへの

Transfer Entropyは0.05以上で，赤枠で示すはく離泡

(u-)の第3モードから圧力場 (p)の第9モードへの

Transfer Entropyは約0.03である．なお，Fig. 9 (b)では

同じ領域での異なるモード間の因果には注目して

いないため白色で塗りつぶしている． 

はく離泡(u-)から圧力場(p)へのTransfer Entropyは 

(Cause, Effect) = (u-, p) の位置，圧力場(p)からはく離

泡(u-)へのTransfer Entropyは (Cause, Effect) = (p, u-) 

の位置を見ればわかる．これよりはく離泡(u-)の第

1~100モードが圧力場(p)の番号の小さいモードを駆

動しているといえる．Fig. 7 (b)に示したはく離泡(u-)

の第100モードは一見するとノイズのようであるが，

Fig. 8 (b)に示すように0.1 < 𝑆𝑡 < 0.2に有意なピーク

をもち，圧力場(p)への因果が確認されることから何

らかの物理的な意味をもつと考えられる． 

 はく離泡 (u-)の他に上流の境界層 (kvisc, kbuf, 

klog)から圧力場(p)への Transfer Entropy も大き

いことが(klog, p)，(kbuf, p)，(kvisc, p)の領域からわ

かる．また，上流の境界層(kvisc, kbuf, klog)は圧力

場(p)の番号の小さいモードだけでなく番号の

大きなモードにも影響を与えていることも確

認できる． 

 Effect= 𝑢−の列を見ると，はく離泡(u-)へのTransfer 

Entropyが大きいのは上流の境界層の粘性底層(kvisc)

のみである．特に，圧力場(p)からはく離泡(u-)への

Transfer Entropyはほとんどゼロであることからはく

離泡(u-)から出た圧力波が圧力場(p)を駆動し，逆は

ないといえる． 

 粘性底層(kvisc)へのTransfer Entropyが大きいのは境

界層のバッファー層(kbuf)，対数領域(klog)，はく離泡

(u-)，圧力場(p)である．圧力場(p)から粘性底層(kvisc)

へのTransfer Entropyは粘性底層(kvisc)から圧力場(p)

へのTransfer Entropyより小さいものの有意である．

反射衝撃波の足は28𝛿0 < 𝑥 < 30𝛿0に位置している

が，境界層内を擾乱が伝播し，これより上流の境界層

(kvisc, kbuf, klog)にも影響を及ぼしていることを示唆し

ている． 

Fig. 9  Causal relationship of pressure field, separation bubbles, viscous sublayer of upstream boundary layer, buffer layer 

of upstream boundary layer, and log layer of upstream boundary layer (a) part of a causal map from 𝑢− to 𝑝 (b) a whole 

causal map. 
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 バッファー層(kbuf)と対数領域(klog)は互いに情報の

やり取りをしており，バッファー層(kbuf)から他の領

域への因果の強さと対数領域(klog)から他の領域への

因果の強さは同程度で，他の領域からバッファー層

(kbuf)への因果と他の領域から対数領域(klog)への因果

の強さも同程度である．これはLozano-Duranら [18]の

結果と整合しており，バッファー層(kbuf)と対数領域

(klog)では物理的な因果関係のメカニズムが似通って

いることが示唆される．粘性底層(kvisc)と同様に，バ

ッファー層(kbuf)と対数領域(klog)では圧力場(p)から

のTransfer Entropyも確認される． 

以上より上流の境界層(kvisc)→はく離泡(u-)→圧力

場(p)→上流の境界層(kvisc, kbuf, klog)という情報のフィ

ードバックループがあるといえる． 

 

７．結言 

 本研究では𝑀 = 1.9, 𝑅𝑒𝜃 = 1327, 𝛽 = 39.27°の衝

撃波/境界層干渉のDNSを実施した．衝撃波，はく離

泡，上流の境界層にPODを適用し，圧縮波とはく離泡

にスパン方向に𝛿0~2𝛿0の幅をもつ三次元構造を確認

した．はく離泡のPODモードの番号が大きいものは

非常に細かな構造をもつが，時間係数のパワースペ

クトル密度は0.1 < 𝑆𝑡 < 0.2で有意なピークをもつこ

とがわかった． 

 さらに，PODモード同士のTransfer Entropyを計算す

ることで因果推論を実施した．その結果，まずはく離

泡から圧力場への因果が確認された．これははく離

泡の出す圧力波が反射衝撃波の振動を駆動している

ことを意味していると考えることができる．次に，圧

力場から上流の境界層への因果があることが確認さ

れた．これは，反射衝撃波の振動が上流の境界層へ影

響を与えていることを意味している．最後に，上流の

境界層の粘性底層からはく離泡への因果が示唆され

たことから，はく離泡の振動は上流の粘性底層二存

在した擾乱が原因である事がわかった．以上のこと

をまとめると，上流の境界層→はく離泡→圧力場→

上流の境界層という情報のフィードバックループ

が存在することが示唆された． 
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付録 

 先行研究 [17]にならって，本研究で実装したTransfer 

Entropyを計算するプログラムの検証を行う．𝛾𝑥 = 3.7，

𝛾𝑦 = 3.72として，xからyへの因果の強さを制御する

𝛽𝑥𝑦とyからxへの因果の強さを制御する 𝛽𝑦𝑥を変化

させてテストを行う．なお，初期条件は𝑥0 = 0.4，

𝑦0 = 0.6として，平均0，標準偏差0.01のノイズ𝜖𝑥,𝑡，

𝜖𝑦,𝑡を加えて時間発展させる． 

𝑥𝑡+1 = 𝑥𝑡{𝛾𝑥 − (𝛾𝑥 − 𝛽𝑦𝑥)𝑥𝑡 − 𝛽𝑦𝑥𝑦𝑡} + 𝜖𝑥,𝑡 (17) 

𝑦𝑡+1 = 𝑦𝑡{𝛾𝑦 − (𝛾𝑦 − 𝛽𝑥𝑦)𝑦𝑡 − 𝛽𝑥𝑦𝑥𝑡} + 𝜖𝑦,𝑡 (18) 

 Fig. 10に示すように𝛽𝑦𝑥 = 0とした場合は常に

𝑇𝐸𝑦→𝑥 < 𝑇𝐸𝑥→𝑦である．𝛽𝑦𝑥 = 0.1とした場合は𝛽𝑥𝑦 <

0.1では𝑇𝐸𝑥→𝑦 < 𝑇𝐸𝑦→𝑥となり，0.1 < 𝛽𝑥𝑦では

𝑇𝐸𝑦→𝑥 < 𝑇𝐸𝑥→𝑦となる．以上よりTransfer Entropyで

妥当な因果推論が実施できているといえる．

 

Fig. 10  Causality on unidirectional and 

bidirectional coupling systems. 
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